1. Das Anpacken von Problemen

In diesem Kapitel will ich Ihnen zeigen, wie Sie an eine konkrete
Aufgabenstellung herangehen kbnnen. Es gibt keinen Grund, vor einem
bestimmten Problem von vornherein zuriickzuschrecken und ohne jede
Hoffnung ein leeres Stiick Papier anzustarren. Auf der anderen Seite
ist es auch nicht sinnvoll, mit Brachialgewalt den ersten besten
halbwegs aussichtsreich erscheinenden Weg zu beschreiten. E£s gibt
aber in der Tat einige Dinge, die Sie tun k@innen.

Betrachten Sie Spezialfille!

Ich beginne am besten mit einem konkreten Beispiel:

Wie so0ll man an eine derartige
Fragestellung herangehen?  Zu-
ndachst einmal muB man sich na-
tiirlich dariber im klaren sein,
was Uberhaupt gefragt ist. Das
allein ist freilich nicht aus-~
reichend; Sie miissen sich zuerst
einmal ein bifchen mit dem Pro-
blem vertraut machen. Dazu ist es
am zweckmidBigsten, wenn Sie das
Ganze einmal fUr verschiedene
Preise durchspielen. Sicher ist
es besonders naheliegend, zuerst
einmal von einem Betrag von 100 DM auszugehen, denn damit 133t sich
besonders leicht rechnen.

—————— Machen Sie das, falls Sie es nicht bereits getan haben! -—---
Wundert Sie das Ergebnis? Die meisten Leute sind in der Tat (ber-
rascht, und gerade dieses Gefiihl der Uberraschung ist der Motor fir
die weitere Vorgehensweise. Jetzt ist es natlirlich naheliegend, zu
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priifen, ob bei einem Betrag von 120 DM dieselbe Beobachtung zu
machen ist.

————— Machen Sie einen Versuch, und ziehen Sie daraus Schliisse! ——--
Schreiben Sie Ihre Rechenschritte detailliert auf, und kommentieren
Sie die gewonnenen Erkenntnisse. Nur so steigern Sie Ihre Denkfahig-
keit.

————— Machen Sie einen Versuch, und ziehen Sie daraus Schliisse! ----

Als ndchstes konnen Sie -~ vielleicht gestiitzt auf einen Taschenrech-
ner - einige andere Zahlenwerte durchspielen. Damit knnen Sie ein
zweifaches Ziel verfolgen: zum einen bekommen Sie ein Gefihl fiir die
mbgliche L&sung des Problems, zum anderen kdnnen Sie dadurch Ihre
Hypothese erhdrten. Anders ausgedrlickt knnen Sie also durch das
Betrachten von Beispielen einen Bezug zu der Aufgabe herstellen und
ein zugrundeliegendes Muster aufspliren. Dieses kann dann der Schliis-
sel zur eigentlichen LGsung sein.

Wie konnte dieses Muster nun im vorliegenden Fall  aussehen?
Vielleicht haben Sie Erfahrung in der Bearbeitung von derartigen
Aufgaben und wissen demzufolge, was zu tun ist. Sollte dies der Fall
sein, so stellen Sie sich doch einfach auf den Standpurnkt, daB Sie
einer unerfahrenen Person erkldren sollen, wie vorzugehen ist. Lesen
Sie erst danach meine Vorschldge durch. Es ist auf alle Fdlle wich-
tig, daB Sie meine Anregungen durcharbeiten, denn gerade in diesen
finden meine Vorschldge zur mathematischen Arbeitsweise ihren Nie-
derschlag.

Wie hdngt der Endpreis von der Reihenfolge der Berechnung von Rabatt
und Steuer ab? Sie sollten an Hand der von Ihnen durchgerechneten
Beispiele eine Vermutung haben. Ist das nicht der Fall, so sollten
Sie Ihre Ergebnisse noch eimmal nachrechnen. Wenn Sie eine Vermutung
haben, miissen Sie sich fragen, ob diese tats#chlich fliir jede belie-
bige Ausgangssituation zutrifft. Sollten Sie unsicher sein, so rech-
nen Sie weitere Beispiele durch. Sind Sie sich dagegen sicher, so
versuchen Sie, eine Erkldrung zu finden (oder lesen Sie weiter).

Fir das weitere hdngt nun sehr vieles davon ab, in welcher Form Sie
Ihre Rechnungen niedergeschrieben haben. Sollten Sie zuerst den
Rabatt wund dann den Steueraufschlag in Ansatz gebracht haben, so
kdnnte das etwa so aussehen:

Rabatt berechnen bei 100 DM sind das 20 DMj
abziehen vom Preis 100 DM - 20 DM = 80 DM;
Steuer berechnen 15% von 80 DM sind 12 DM;
Endpreis 80 DM + 12 DM = 92 DM .
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Suchen Sie so lange andere Rechenwege, bis Sie einen verallgemeine-
rungsfahigen gefunden haben. Naheliegend ist es natlirlich, einen lleg
zu suchen, der von der Wahl des Ausgangsbetrags unabhingig ist.
Versuchen Sie daher nachzurechnen, welchen Prozent-Wiert des Aus-
gangsbetrages Sie berechnen missen, wenn Sie zuerst den Rabatt
abziehen und danach die Steuer hinzufigen.

Fihren Sie das durch!

Wenn Sie sich nicht vertun, so erhalten Sie folgende Resultate:
a) Wenn Sie 20% des Ausgangspreises abziehen dirfen, so l3uft das
darauf hinaus, daB Sie 80% zu bezahlen haben.
b) Wenn Sie 15% Steuer zahlen miissen, so haben Sie 115% des vorlie-
genden Betrages zu bezahlen.

Bei einem Ausgangsbetrag von 100 DM errechnet sich in unseren beiden
Fdllen der Endbetrag wie folgt:

Rabatt zuerst: 1.15 x (0.80 x 100 DM)

Steuer zuerst: 0.80 x (1.15 X 100 DM)
Wenn Sie die Rechnung in dieser Form hinschreiben, sehen Sie sofort,
daB es auf die Reihenfolge von Rabatt- und Steuerberechnung nicht
ankomnt, Das ganze Problem reduziert sich vielmehr darauf, den
urspriinglichen Preis mit zwei Zahlen zu multiplizieren, und das kann
natlirlich in jeder beliebigen Reihenfolge geschehen. Haben wir einen
Ausgangsbetrag von P DM, so ergeben sich die Endbetrige:

Rabatt zuerst: 1.15 x 0.80 x P DM

Steuer zuerst: 0.80 x 1.15 x P DM
Diese Betrdge sind immer gleich.

- Achten Sie besonders darauf, wie niitzlich es war, von konkreten
Details der Rechnung zu abstrahieren und ihren wesentlichen Gehalt
herauszupriparieren. Derartige Uberlegungen sind grundlegend fiir die
mathematische Arbeitsweise.

An Hand von KAUFHAUS ktnnen Sie einige
wesentliche Hilfsmittel fiur erfolgreiches
Vorgehen in der Mathematik erkennen. Zuwei
davon mbchte ich ganz besonders heraus-
streichen. Zum einen gibt es ganz bestimm-
te Methoden, die immer wieder niitzlich
sinde In diesem Fall war es besonders
geschickt, Spezialfdlle zu betrachten,
d.h.: das vorliegende Problem fiir einige
konkrete Beispiele zu studieren. Die ge-
wihlten Beispiele sind insofern Spezial-
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fdlle, als sie nur Teilaspekte des Gesamtproblems sind. Zum zweiten
ist es so, daB es ganz natiirlich ist, wenn man zundchst einmal
hdngenbleibt und stutzt. Normalerweise kann man dagegen aber etuwas
tun. In unserem Fall war es beispielsweise angebracht, einige Spe-
zialfidlle zu betrachten. Diese Vorgehensweise ist ganz einfach, und
jedermann kann ihr folgen. Sollte jemand bei einer Fragestellung
tiberhaupt nicht weiterkommen, so helfen hd@ufig Fragen der Art:

Haben Sie dazu schon ein Beispiel gerechnet? *
oder

Was passiert in einem bestimmten Spezialfall?®

Das ndchste Beispiel zeigt Ihnen eine andere Form, Spezialfidlle zu
betrachten. Es stammt von Banwell, Saunders und Tahta (1972).

Versuchen Sie es!

Schwierigkeiten?

Z8hlen Sie im Kopf die Zahl der Faltkanten nach zwei Versuchen.

Vielleicht hilft es Ihnen, wenn Sie eine Zeichnung anfertigen.

Fihren Sie den Vorgang in der Praxis durch.

Studieren Sie die Situation nach 3- bzw. 4maligem Falten,
und versuchen Sie eine GesetzmdBigkeit zu erkennen.,

Formulieren Sie klar und prdzise die Fragestellung.

Gibt es etwas, was eng mit den Faltkanten verkniipft ist, aber
leichter ausgezdhlt werden kann?

Testen Sie alle Ihre Vermutungen an weiteren Beispielen.

Ich will Ihnen hier nicht die vollstdndige Losung fiir dieses Problem
verraten. Seien Sie nicht irritiert, wenn Sie nicht weiterkommen.
Sie werden von dieser Situation nur dann profitieren, wenn Sie sie
als Chance ansehen, etwas daraus zu lermen. Vielleicht kdnnen Sie
das Problem mit neuer Energie angehen, nachdem Sie das nichste Ka-
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pitel durchgearbeitet haben. Bevor Sie aber Ihre L@sungsversuche
einstellen, sollten Sie die Situation mindestens bis zu viermaligem
Falten durchspielen, Dabei spielt es keine Rolle, ob Sie das im
Kopf, an Hand eines konkreten Papierstreifens oder mit Hilfe von
geeigneten Zeichnungen machen. Z#hlen Sie die Faltkanten und proto-
kollieren Sie Ihre Ergebnisse in eimer kleinen Tabelle. Als wir uns
mit KAUFHAUS beschidftigt haben, bedeutete Spezialisierung den Uber-
gang zu einer Reihe von Beispielen; hier dagegen ist es ratsam, in
irgendeiner Form Versuche anzustellen. Es ist immer wichtig, solche
Objekte heranzuziehen, die Sie im Griff haben. Dabel kann es sich um
ganz konkrete Gegenstdnde oder auch um mathematische Begriffsbildun-
gen wie Zahlen, algebraische Symbole oder Diagramme handeln.
Natiirlich werden Sie nur die wenigsten Fragen allein durch geeignete
Spezialisierungen ldsen kdnnen; auf alle Fdlle bekommen Sie aber ein
gewisses Geflihl fiir die zugrundeliegende Praoblematik. Dadurch wirkt
die Aufgabe nicht mehr so unzugdnglich und abschreckend. AuBerdem
kénnen Sie an Hand der Spezialfdlle hdufig ungefdhr erraten, wie die
Lésung aussieht. Wenn Sie dann weiterhin geschickte Spezialfidlle
heranziehen und dabei stdrker auf das Warum als auf das Wie achten,
kann dies zu der Einsicht in den tats#ichlichen Sachverhalt fihren.

Die ndchste Fragestellung ist Ihnen wahrscheinlich gel&ufiger:

Probieren Sie es aus!

Schwierigkeiten?

Betrachten Sie einige Palindrome mit 4 Ziffern.
Glauben Sie meinem Freund?

Was mdchten Sie nachweisen?

Eine Losung:

Hier kann man praktisch nur so vorgehen, daB man einige Versuche
anstellt. Zundchst eimmal mdchte ich ein Gefiihl dafiir bekommen, mit
was fir Zahlen ich es hier zu tun habe. Offenbar ist 88 ein Palin-
drom, aber auch 6 und 747 fallen in diese Kategorie. Bei unserem
Problem haben wir es aber nur mit Palindromen mit 4 Ziffern zu tun,
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also etwa mit
1221, 3003, 6996, 7557,

Was ist mein Ziel? Nun, ich will wissen, ob alle diese Zahlen durch
11 teilbar sind oder nicht.

Probieren Sie es aus!

Nachdem ich mehrere Beispiele durchprobiert habe, bin ich zu der
(lberzeugung gelangt, daB mein Freund recht hat. Beachten Sie aber,
da ich meiner Sache durchaus noch nicht sicher sein kamn. Solange
ich nicht tats#chlich jedes Palindrom mit 4 Ziffern auf seine Teil-
barkeit durch 11 untersucht habe, kann ich nur auf Grund von Bei-
spielen nicht zu einem sicheren Ergebnis kommen. Da es etwa 90
solche Palindrome gibt, ist es sicher besser, eine allgemeine L&-
sungsstrategie zu entwickeln.

Suchen Sie eine L@sungsstrategie!

Ich selbst habe vier Versuche angestellt:
1221/11 = 111,

3003/11 = 273,
6996/11 = 636,
7557/11 = 687,

konnte daraus aber keine allgemeine GesetzmdBigkeit ableiten. Das
zeigt eine grundlegende Problematik beim Spezialisieren auf. Wenn
man die Beispiele rein willkiirlich wdhlt, bekommt man natiirlich ein
gutes Gefiihl dafir, was passiert. Man kann sehen, ob eine Behauptung
wahrscheinlich wabr ist, méglicherweise hat man auch Glick und
findet ein Gegenbeispiel. Sucht man allerdings nach einer Gesetz-
mdBigkeit, so durfte ein villig planloses Vorgehen in aller Regel
nicht weiterhelfen. Doch wie kdnnen wir im vorliegenden Fall syste-
matisch vorgehen?

Versuchen Sie es!

Schwierigkeiten?

%  lWelches vierziffrige Palindrom ist am kleinsten?
Welches ist das zweitkleinste?

Yie kann man ein Palindrom in ein anderes Uberfiihren?

Eine Mdglichkeit besteht darin, vom kleinsten vierziffrigen
Palindrom, namlich wvon 1001 auszugehen und danach immer zum
ndchstgrdferen Uberzugehens

1001, 1111, 1221, 1331, ...
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Nun kontrolliere ich die Behauptung meines Freundes:

1001/11 = 9
1111/11 = 101
1221/11 = 1M
1331/11 = 121

Diese Rechnungen stiitzen nicht nur die Behauptung meines Freundes,
sondern ertffnen dariiber hinaus weitere Perspektiven. Offenbar ist
es doch so, daB das jeweils ndchste Palindrom immer um 110 griBer
ist als sein VYorgdnger und daB die Quotienten jedesmal um 10 zuneh-
men. ' :

Aha! Jetzt sehe ich, daB mein Freund recht hat und worauf dies
beruht. Die Differenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Palindromen
ist immer 110. Da das kleinste Palindrom (1001) und ebenso die Zahl
110 durch 11 teilbar sind, trifft dies also fir alle vierziffrigen
Palindrome zu. Abgesehen davon, daB3 man das alles noch sauber auf-
schreiben muB, ist die Sache damit gelaufen.

Oder etwa nicht? UmfaBt mein LOsungsvorschlag alle von mir betrach-
teten Spezialfdlle? Sehen wir uns das genauer an! Wenn man tatsidch-
lich alle vierziffrigen Palindrome dadurch erhdlt, daB man permanent
110 zu 1001 hinzuaddiert, missen alle mit einer 1 enden. Doch das
ist ganz und gar nicht der Falll Beispielsweise ist 7557 unbestreit-
bar ein Palindrom, endet aber auf einer 7. Was ist da schiefgelau-
fen? Meine Spezialisierung hat mich zu einer GesetzmdBigkeit ge-
fihrt, auf die ich meine gesamte Ldsung aufgebaut habe. Ungllickseli-
gerweise erfaBt diese GesetzmdBigkeit aber nicht alle Palindrome,
denn offenbar fiihrt sie ja zu der falschen Aussage, dafB alle vier-
ziffrigen Palindrome mit einmer 1 enden. Es war einfach falsch, von
drei Beobachtungen auf den allgemeinen Fall zu schlieBen. Glickli-
cherweise kann uns eine weitere Spezialisierung aus der Misere
befreien. Sehen wir uns dazu eine Liste mit aufeinanderfolgenden
Palindromen an:

Palindrome | 1881 | 1891 | 2002 [ 2112 [ 2222 | 2332
Differenzen | 110 [ 11 [ 110 [ 110 [ 110

Dieses Mal gehe ich mit grdBerer Vorsicht ans Werks ich bin diesmal
eher skeptisch als zuversichtlich. Die zugrundeliegende GesetzméBig-
keit scheint darin zu bestehen, daB sich aufeinanderfolgende Palin-
drome um 110 unterscheiden, es sei denn, die Tausender-Ziffer #ndert
sich., In diesem Fall betrdgt der Unterschied nur 11. Weitere Versu-
che scheinen diesen Sachverhalt zu erhdrten; in gleichem MaBe wichst
meine Zuversicht, nun auf dem richtigen Wege zu sein. Somit hat das
Heranziehen von Beispielen erneut dazu gefilhrt, eine Struktur =zu
erhellen. Es ist nun allerdings nttig, ihr Vorliegen allgemein
nachzuweisen. Dies kann etwa so vonstatten gehen:
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Beweisfihrungs

Aufeinanderfolgende Palindrome, die dieselbe Tausender-Ziffer
haben, missen auch in der Einer-Ziffer Ubereinstimmen. Daher
unterscheiden sie sich nur in der zweiten und dritten Position,
und zwar jeweils gemau um 1. Die Differenz zwischen ihnen ist
also gerade 110.

Haben zwei aufeinanderfolgende Palindrome dagegen unterschiedli-
che Tausender-Ziffern, so kinnen sie offenbar durch Addition von
1001 (dadurch werden die erste und die letzte Ziffer angepaBt)
und anschlieBende Subtraktion von 890 (zur Anpassung der beiden
mittleren Ziffern) ineinander Ubergefiihrt werden. Aber offenbar
gilt 1001-890 = 113 dies stimmt mit den bei den Beispielen
gemachten Beobachtungen Uberein.

In beiden F3llen sind die aufgetretenen Differenzen durch 11
teilbar. Wenn daher das kleinste vierziffrige Palindrom durch 11
teilbar ist, so sind es alle., Da 1001 = 11*31 gilt, ist somit
die Behauptung bewiesen.

Wir wollen uns noch einmal in Erinnerung rufen, welche Spezialfidlle
herangezogen wurdens
Zunidchst einmal habe ich davon profitiert, daB3 ich mir Klarheit
dariiber verschafft habe, wie typische vierziffrige Palindrome
aussehen.
Die dabei untersuchten Beispiele stiitzten die Behauptung meines
Freundes.
Die systematische Untersuchung von speziellen Beispielen vermit-
telte mir eine Vorstellung davon, weshalb die Teilbarkeitsei-
genschaft vorliegt.
Weitere Untersuchungen zwangen mich zwar dazu, meine erste Hypo-
these zu verwerfen, fihrten dann aber zum Endergebnis.

Der Hauptvorteil der Spezialisierung besteht also darin, daB sie
sehr leicht und auf verschiedenartigste Weise angewendet werden
kann. Somit ist sie ein sehr effektives Werkzeug flir die Mathematik.

Der soeben skizzierte Beweis ist lbrigens bei weitem nicht der
eleganteste, doch das war zundchst auch gar nicht angestrebt. Der
erste Ldsungsweg, den man findet, ist selten der, den man in einer
Ausarbeitung angeben wiirde. Wenn Sie liber gréBere Erfahrung in
Mathematik und den dort gebr#uchlichen Schreibweisen verfiigen, ist
ein deutlich schnellerer Zugang moglich.  Abstrakt gesehen ist ein
vierziffriges Palindrom doch von der Form ABBA, wobei A und B belie-
bige Ziffern sind. Die so dargestellte Zahl hat den Wert
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1000A + 1008 + 10B + A (1000+1)A + (100+10)B
1001A + 1108
11x91A + 11x108

11(91A + 108)

Sollten Sie bei dieser Argumentation Schwierigkeiten haben, so voll-
ziehen Sie sie doch einfach konkret fiur A=3 und B=4 nach. Wihlen Sie
sodann so lange andere Werte fir A und B, bis sie zu dem oben be-
schriebenen symbolischen Kalkiil eine Beziehung gefunden haben.
Elegante Ldsungen wie die, die wir soeben betrachtet haben, verraten
offensichtlich nichts mehr darilber, an Hand welcher Spezialfille sie
miglicherweise aufgedeckt wurden. Statt dessen wird mit algebrai-
schen Methoden eine allgemeine Beweisfilhrung erbracht. Voraussetzung
dafiir, daB man einen derartigen Beweis selber finden kann, ist
allerdings eine hinreichende Vertrautheit mit den entsprechenden
mathematischen Begriffsbildungen, wie hier etwa der Dezimalschreib-
welse, der Einfihrung von und dem Rechnen mit A und B und derglei-
chen. Mit anderen Worten: Es ist nidtig, daB man mit der abstrakten
Schreibform ABBA umgehen kann. Ich muB sowohl mit den Palindromen
als auch mit der fir sie verwendeten Schrelbweise sicher hantieren
kénnen. Eine derartige Vertrautheit kann am Anfang nur erzielt
werden, wenn man den [bergang vom Konkreten zum Abstrakten schafft
und so mit wachsender Erfahrung einen immer tiefereren Einblick in
zundchst fremdartige Sachverhalte bekommt.

Verallgemeinerungen

Obwohl der letzte Abschnitt schwerpunktmiBig der Untersuchung von
Spezialfdllen gqewidmet war, sind wir nicht darum herum gekommen,
auch das Gegenstlick, n#dmlich das Verallgemeinern, mit ins Spiel zu
bringen. Darunter versteht man die Methode, basierend auf einigen
wenigen Tatsachen fir eine groBe Klasse von Fillen den wahren Sach-
verhalt zu erschlieBen.

Verallgemeinerungen sind das Lebenselixier der Mathematik. So inter-
essant auch spezielle Ergebnisse fir sich sein mdgen, besteht das
Hauptanliegen doch stets im Aufsplicen von ganz allgemeinen Resulta-
ten. Wenn wir in unserem Beispiel KAUFHAUS die Situation fir einen
Ausgangsbetrag von 100 DM Uberblicken, so mag das fiir unser konkre-
tes Problem hinreichend seing viel wichtiger ist aber die Erkennt-
nis, daB der Endpreis stets unabhingig von der Reihenfolge von
Steuerabzug und Rabattgewdhrung ist.

Der erste Schritt zur Verallgemeinerung besteht vielfach schon dar-
in, daB Sie eine gewisse GesetzmdBigkeit erahnen, selbst dann, wenn
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Sie diese noch gar nicht konkret artikulieren konnen. Nachdem ich
die Aufgabenstellung in KAUFHAUS fiir einige Betrdge durchgespielt
hatte, beobachtete ich, daB der Endpreis stets von der Relhenfolge
von Steuerabzug und Rabattgew#hrung unabhdngig war. Das ist die
zugrundeliegende GesetzméBigkeit, also die angestrebte Verallgemei-
nerung. Ich vermutete namlich, daB sich dies fiir jeden beliebigen
Preis so verhdlt. Nachdem ich die eigentliche Rechnung geschickt
niedergeschrieben hatte, war es ein Leichtes, filir den Preis das
Symbol P einzuftihren und damit den allgemeinen Sachverhalt nachzu-
weisen.

Die Verallgemeinerung braucht allerdings nicht auf dieser Stufe
stehenzubleiben. Was passiert zum Beispiel, wenn sich der Steuersatz
dndert oder ein anderer Rabatt gewdhrt wird? Spielt die Reihenfolge
jetzt eine Rolle?

Ich hoffe, Sie ktnnen leicht aus unserer friheren Rechnung ersehen,
da3 die verwendeten Prozentsidtze vollkommen unerheblich sind. Es ist
gerade eine der Hauptstdrken der Mathematik, daB sie die symbolische
Erfassung von solchen allgemeinen Fragestellungen erlaubt. In unse-
rem Fall konnen wir flUr den Rabattsatz die Variable R und fiir den.
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Steuersatz das Symbol S einflihren. SchlieBlich und endlich konnen
wir den Ausgangspreis mit P bezeichnen. Dies fihrt zus
Rabatt zuerst: Sie zahlen P(1-R)(1+S) DM;
Steuer zuerst: Sie zahlen P(1+5)(1-R) DM,

Diese beiden Betr#ge sind natiirlich stets gleich, denn bei der
Multiplikation kommt es ja nicht auf die Reihenfolge der Faktoren
an, Die Einfilhrung der Buchstaben gestattet uns eine kurze und
prizise Argumentation fiir ganze Beispielklassen (hier fir alle denk-
baren Rabatt- bzw. Steuersitze und jeden denkbaren Ausgangsbetrag).
Allerdings ist die Einfiihrung eines derartigen formalen Kalkiils bei
weitem nicht so unproblematisch wie vielfach gemeint wird; sie steht
und fH1lt damit, daB man mit den Symbolen genausc gut umgehen kann
wie mit den Zahlen, die durch sie dargestellt werden.

KAUFHAUS illustriert in einfacher Form das stdndige Wechselspiel
zwischen Spezialisierung und Verallgemeinerung. Dieses Wechselspiel
ist fur die gesamte Mathematik grundlegend. Die Spezialisierung legt
den Grundstock, auf den die Verallgemeinerung aufgebaut wird. UWenn
man einen ersten Zusammenhang erahnen kamn, hat man bereits eine
gewisse Arbeitshypothese. Man hat dabei nicht einfach ins Blaue
hinein geraten, sondern stitzt sich bereits auf einiges Beobach-
tungsmaterial. Weitere Untersuchungen kiinnen diese Hypothese stiitzen
oder zu Fall bringen. Der Versuch, die Vermutung zu beweisen, fiihrt
zu weiteren Verallgemeinmerungen. Jetzt geht es ja nicht mehr primir
darum, den wahren Sachverhalt zu erraten, sondern darum, ihn defini-
tiv herzuleiten oder zu beweisen. Beim Beispiel KAUFHAUS war der
erste Verallgemeinerungsschritt, daB ich vermutet habe, der Endpreis
sei von der Reihenfolge unabhingig. Dies war das Was. Um das nachzu-
weisen, habe ich den genauen Rechenvorgang analysiert und mich somit
um das Warum gekimmert.

Am Beispiel PALINDROME kdnnen Sie zwel weitere wichtige Aspekte fiir
das Aufstellen von Verallgemeinerungen erkennen. Oft ist es nimlich
so, daB eine systematische Suche nach Beispielen ein zentrales
Hilfsmittel fiUr eine spdtere Verallgemeinerung darstellt. Eine etwa
vorhandene Grundstruktur zeigt sich ndmlich an sorgfidltig ausgew#hl-
ten Beispielen viel eher als an rein zufdllig herangezogenen. Damit
ist freilich auch eine groBe Gefahr verbunden. Man kann nimlich
leicht 2zu der Ansicht verfihrt werden, eine einmal aufgespiirte
GesetzmdBigkeit misse immer gelten, obwohl sie nur flir gewisse
Teilbereiche zutrifft. So habe ich beim Beispiel PALINDROME in
meiner ersten Euphorie den Fall libersehen, daB die Differenz zwi-
schen zwei aufeinanderfolgenden Palindromen durchaus auch einmal 11
sein kann. Das lag einfach daran, daB in meiner Beispielsammlung der
Fall gefehlt hat, daB zwei aufeinanderfolgende Palindrome verschie-
dene Tausender-Ziffern haben. Hiiten Sie sich vor dem Irrglauben,
eine aufgespiirte schtne Grundstruktur bewahre Sie davor, sorgfdltig
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yorzugehens Sorgfalt und Gewissenhaftigkeit sind das tégliche Brot
der Mathematik.” Es ist genauso schddlich, wenn man sich in seine
prbeitshypothese verliebt, wie wenn man zu hasenherzig ist, auch
einmal einfach eine Vermutung aufzustellen. "Manchmal ist es schwie-
rig, diese beiden extremen Positionen gegeneinander abzuwigen. Auf
der einen Seite steht die Bereitschaft, eine bestimmte Hypothese zur
Arbeitsgrundlage zu machen, auf der anderen Seite aber steht die
. Furcht, bei einem mdglichen falschen Raten in einen Abgrund zu
springen. Mit diesem Dilemma werden wir uns in den Kapiteln 5 und 6
auseinandersetzen.

‘Machen Sie sich Notizen!

Bevor wir uns weitere Beispiele ansehen, mdchte ich Sie damit ver-
traut machen, wie Sie Ihre Vorgehensweisen dokumentieren kdnnen. Der
Grund, daB ich das gerade an dieser Stelle tue, besteht darin, daB
Sie nun damit beginnen sollten, sich Aufzeichnungen zu machen. Nur
so konnen Sie ndmlich in aller Regel sicherstellen, daB Sie einen
Dberblick iiber das behalten, was Sie sich bereits erarbeitet haben.
Spater kdnnen Sie Ihre Notizen durchsehen und analysieren. Wenn Sie
" Ihre Erkenntnisse niederschreiben, machen Sie sie sich zugleich
bewuBt, und dies wird Ihnen bei Ihrer mathematischen Arbeit weiter-
helfen.
‘ erster Linie sollten Sie sich vornehmen, folgende drei Dinge
uzeichnens
J¢Alle wesentlichen Gedanken, die Ihnen bei einem L#sungsversuch
‘eingefallen sindJ ,
12} Alle Ldsungsversuche, die Sie unternommen haben.
3% Wie vSie eine bestimmte L&sungsstrategie gefiihlsmdBig einschidt-
ZEeNMe}

Da kommt offensichtlich einiges auf Sie zu, doch es lohnt sich
tatsichlich. Insbesondere haben Sie dann eine Beschaftigung, wenn
Sie an einer bestimmten Stelle nicht mehr weiterkommen: schreiben
3ie hin, daB Sie dort hdngen. Die Erkenntnis, wo genau Sie hdngenge-
b}ieben sind, kann schon der erste Schritt zur Uberwindung dieser
H?rde sein, Wenn Sie Ihre Gedanken und gefithlsm#Bigen Einschdtzungen
nl?derschreiben, werden Sie auch nicht mehr so sehr durch das auf-
Telzende WeiB des vor Ihnen liegenden Papiers frustriert.

m?ﬂn Sie erst einmal einen Anfang gefunden haben, nimmt oft alles
elnen guten Fortgang. Gerade dann, wenn Ihnen die Arbeit von der
Hand geht, ist es wichtig, daB Sie Ihre L&sungsversuche schriftlich
feSthalten, denn es ist leicht, den Faden zu verlieren. AuBerdem
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sollte man am Beginn einer langen Rechnung niederschreiben, weshalb
man sie Uberhaupt unternimmt. SchlieBlich dirfte es zu den ibelsten
Erfahrungen gehiiren, wenn man nach langem Mihen zu einem Zwischener-
gebnis gelangt ist und nicht mehr weiB, was man tut, geschweige denn
warum ("Just when I nearly had the answer, I forgot the guestion").
Ich michte Ihnen vorschlagen, daB Sie sich angewthnen, in Zukunft
beil der Bearbeitung aller Probleme in diesem Buch Notizen zu machene.
Lassen Sie sich nicht davon abschrecken, wieviel doch jeweils fest-
zuhalten ist, Im weiteren Verlauf werde ich Ihnen immer wieder
Hinweise dafir geben, was Sie zweckm#dBigerweise protokollieren soll-
ten. Der beste Zeitpunkt, mit Aufzeichnungen zu beginnen, ist so-
fort. Machen Sie sich also bitte Notizen, wdhrend Sie die nidchste
Aufgabe bearbeiten. Vermeiden Sie dabei eime buchhalterische Be-
schreibung Ihrer Aktivitdten. Zundchst gentigen einige kurze Stich-
punkte, die als Gedichtnisstiitzen herangezogen werden knnen. Denken
Sie stets daran, geeignete Beispiele heranzuziehen und geschickt zu
verallgemeinern. Vergleichen Sie aber Ihren Ldsungsweg mit meinem
erst dann, wenn Sie glauben, daB Sie alle Thre Mdglichkeiten
erschtpft haben. Wundern Sie sich aber nicht dariiber, daB mein
L8sungsvorschlag wesentlich formaler ausfdllt als der Ihre.

- Probieren Sie es. Notieren Sie Ihre Gedanken und Einschdtzungen. -
Lesen Sie meine Kommentare nur, wenn Sie nicht mehr weiterkommen. -

Ein L@sungsvorschlags:
Was ist genau gefragt? Untersuchen Sie ein spezielles Beispiel, um
sich den Sachverhalt klarmachen zu koinnens.
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Die in diesem Beispiel eingezeichneten Linien zerteilen das Quadrat
in 13 Bereiche. Ich weiB, daB ich benachbarte Gebiete verschieden
einfirben muB. Eine Mdglichkeit, dies zu tun, sieht so auss

Unser Ziel ist es bekanntlich, die Minimalzahl von Farben aufzuspi-
ren, die fir die Einfdrbung bei jeder beliebigen Zahl von willkiir-
lich eingezeichneten geraden Linien ausreichend ist. In meinem Bei-
spiel bin ich mit vier Farben ausgekommen. Kann dieser Wert viel-
leicht unterschritten werden? Versuchen wir einmal, mit nur drei
Farben zu arbeiten:

Das hat geklappt! Kommt man auch mit zwei Farben ans Ziel?

Das hat wieder geklappt! Da selbstverstdndlich eine Farbe allein
nicht ausreichen wlirde, ist fir diese ganz konkrete Ausgangssitua-
tion das Minimum der bendtigten Farben gleich 2. Achten Sie dabei
bitte auf folgendes: Als ich die einzelnen Bereiche mit nur zuwei
Farben eingefdrbt habe, war ich immer gezwungen, genau gegeniiberlie-
gende Gebiete gleich einzufdrben:
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gegeniiberliegende
Gebiete

In dieser speziellen Situation geniigten zwei Farben; es stellt sich
aber die Frage, ob dies immer so ist. Sehen wir uns dazu ein weite-
res Beispiel an. Wir wollen dabei versuchen, mit nur zwei Farben
auszukommen. Als Ansatz, wie eine solche Fdrbung in der Praxis
durchgefithrt werden kann, befolgen wir die Regel, genau gegeniiber-
liegende Gebiete gleich einzufédrben:

AHA! Das Gleichfarben von gegeniiberliegenden Gebieten fiihrt also
nicht zum Erfolg. Hat man nd@mlich erst einmal die dunkel gekenn-
zeichneten Gebiete eingefdrbt, so steht man vor dem Problem, welche
Farbe Bereich 1 bekommen soll. Offensichtlich ist sowchl die dunkle
als auch die helle Farbung ummtglich., Das kann nun zweierlei bedeu-
tens entweder ich brauche eben doch mehr als nur zwei Farben, oder
ich muB das strikte Gleichfd@rben von gegenliberliegenden Gebieten
bleibenlasen. Doch welchen UWeg sollen wir jetzt beschreiten?

Nun, naheliegend ist es doch auf alle F#lle, zu versuchen, auf
irgendeine Art mit zwei Farben auszukommen. Das hat auch tats#chlich
Erfolgs
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Bei diesem erfolgreichen Versuch habe ich beobachtet, daB nach
Einfdrbung von einem einzigen Teilbereich alles andere wie von
selbst gegangen isty natlirlich miissen ja die unmittelbar benachbar-
ten Gebiete die jeweils andere Farbe erhalten. Das ist so eine Art
"Nachbarschaftsregel”. Ich fithle mich nun erneut dazu ermutigt, 2zu
glauben, daB zwei Farben ausreichend sind, Dies ist ein Versuch, die
Antwort zu erraten.

Natiirlich steht diese Vermutung momentan noch auf recht schwachen
FiBen. Wie kann ich mich nun davon iiberzeugen, daB sie richtig ist?
AHA! Es ist doch sicher zweckm#dBig, die Sache systematisch anzuge-
hen, indem ich Zug um Zug Linien in das =zundchst leere Quadrat
einzeichne:
Eine Linies

zwei Farben geniigen
Zwei Linien:

D zwei Farben gentgen
rei Liniens

AHA! Bei diesem systematischen Vorgehen beginne ich einzusehen,
weshalb zwei Farben ausreichend sein kdnnten. Dies ist der Ubergang
vom Was zum Warum. Wenn ich eine neue Linie hinzuflige, so werden of-
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fenbar einige der alten Gebiete in zweli Teile geteilt. Alle Gebiete,
die auf einer willkiirlich festgesetzten Seite der neuen Linie 1lie-
gen, sollen ihre alte Firbung behalten; die auf der anderen Seite
anzutreffenden Gebiete werden dagegen konsequent umgefdrbt. Sehen
Sie sich das eimmal fir den Fall an, daB drei Linien vorliegen:

\

- -
-+—bleibt) verandert——=
Ay

Uberpriifen Sie das erneut! Testen Sie diese Methode, indem Sie
versuchen, unser erstes Beispiel nach diesem Bauprinzip aufzubauen
(das ist die Untersuchung eines weiteren Spezialfalls):

) verdndert
f——

~,
. .
-a—verandert™~

\verdndert—m- <—veréndert//
Ay
3\

Sie werden feststellen, dal auch dieses Beispiel mit unserer Methode

erfolgreich bearbeitet werden kann, Ich bin jetzt davon iiberzeugt,

daB ich am Ziel bin. Das ganze Quadrat wird offenbar wie vorge-

schrieben gefidrbt, weil

1) die Teilbereiche auf jeder Seite einer neu eingezeichneten Linie
sachgerecht gefdarbt sind, da hier ja die alte Farbeinteilung
beibehalten worden ist;
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2) die Firbung entlang der neuen Linie gerade so eingerichtet
worden ist, daB es zu keinen Konflikten kommen kann.

War es eigentlich ein reiner Zufall, daB das systematische Einfdrben
des ersten Quadrats genau zum selben Muster geflihrt hat wie meine
spielerischen Versuche? Uas wiicde geschehen, wenn ich die Linien in
irgendeiner anderen Reihenfolge eingezeichnet und die so entstehen-
den Gebiete nach meinem Rezept eingeférbt hdtte? Wieviele verschie-
dene Ldsungen gibt es tberhaupt bei diesem speziellen Beispiel oder
- noch ehrgeiziger gefragt - bei jedem beliebigen Beispiel? Uiirde
sich am Ergebnis etwas #ndern, wenn an Stelle von Geraden ganz
beliebige Linien zugelassen wdren? lWas passiert, wenn wir von einer
beliebigen Fldche und nicht speziell von einem Quadrat ausgehen? Ich
fordere Sie dringend dazu auf, sich mit einigen von diesen Fragen
auseinanderzusetzen. Nur wenn Sie eine spezielle Ldsung in einem
griBeren Zusammenhang sehen kdnnen, kommen Sie zu einem vertieften
Problemverstandnis.

Beschdftigen Sie sich jetzt damit!

Die andere wichtige Methode, wie Sie zum besseren Verstdndnis und
' ZuE: angemessenen Einschdtzung einer Losung gelangen kinnen, besteht
wdarin, sich die Zeit zu nehmen, um das Erreichte noch einmal kri-
tisch 2zu durchdenken.. Dazu sind Ihre Aufzeichnungen ein unerls-
liches Hilfsmittel,” denn es ist erstaunlich, wie unzuverlidssig das
Geddchtnis der meisten Menschen bei derartigen Dingen ist. Es hat
keinen Sinn, milhsam 2zu rekonstruieren, was Sie eigentlich getan
haben miiBten; entscheidend ist vielmehr, was Sie tatsichlich getan
haben. Anregend kann es etwa sein, Ihre Vorgehensweise mit der
meinen zu vergleichen. Natiirlich haben Sie wesentlich weniger aufge-
schrieben als ich, und in der Tat ist der im Buch wiedergegebene
Text weitaus umfangreicher als meine urspriinglichen Notizen. Das
Geriist ist allerdings dasselbe geblieben. Mit grofer Wahrscheinlich-
keit haben Sie natirlich andere Beispiele betrachtet. Ebensogut ist
es mdglich, daB Sie andere Farbungsstrategien gefunden haben. Es
kommt nur darauf an, daB Sie sich dariiber im klaren sind und daB Sie
sich das bewuBt machen, indem Sie diesen Befund in Worte fassen. Al-
les, was schwarz auf weiB dasteht, kann kritisch analysiert werden.
Das gilt nicht in gleichem MaBe, wenn Ihre Ideen nur vage in Ihrem
Kopf herumgeistern. Zufdlligerweise war mein erster L@sungsversuch
falsch. Doch allein dadurch, daB ich meine Methode klar formuliert
habe, war ich auch schon in der Lage, sie zu kontrollieren und
geeignet zu modifizieren. Machen Sie sich klar, welchen Sinn das
Betrachten von Spezialfidllen hats
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Sie tasten sich an die Aufgabe heran und bekommen schlief3lich
ein Gefiihl fiir das Problem;

Sie bereiten die Grundlage fir die Untersuchung des allgemeinen
Falles vors;

Sie kénnen damit Ihre Arbeitshypothesen testen.

Die L@sung selbst tridgt in sich bereits den Keim zu einer ganzen
Reihe von mdglichen Verallgemeinerungen. Ausgehend von einigen kon-
kreten Beispielen (dem Was) gelangte ich zu der Vermutung, daB zwei
Farben immer ausreichend seien. Der Versuch, eine allgemeine F&r-
bungsstrategie zu finden, fiihrte mich zuerst zu der nicht allgemein
durchfiihrbaren Methode, gegeniiberliegende Gebiete gleich zu farben,
schlieBlich aber auch zu der letztlich erfolgreichen Vorgehensweise,
die Linien sukzessive neu einzufiihren und zu beobachten, was dabei
passiert. Die dabel gewonnene Einsicht in die grundlegenden Gesetz-
m#Bigkeiten (dem Warum) stieB dabei gleichzeitig das Tor zu weite-

ren Verallgemeinerungen auf,
* kK kK

Bevor wir uns mit dem Beispiel FLICKENMUSTER auseinandergesetzt
haben, habe ich Ihnen vorgeschlagen, Ihre Gedanken, L@sungsideen und
gefiihlsmaBigen Einschdtzungen niederzuschreiben. Vielleicht haben
Sie aus dem einen oder anderen Grund darauf verzichtet. Das uwire
schade. lWenn Sie sich keine Notizen gemacht haben, haben Sie darauf
verzichtet, etwas iiber sich selbst und lber die Natur Ihrer Denkpro-
zesse zu erfahren. Ich empfehle Ihnen nachdriicklich, daB Sie sich
die  Zeit zur sorgfidltigen Bearbeitung der meisten hier behandelten
Probleme nehmen. Ich kdnnte mir vorstellen, daB Sie bei der L&sung
von FLICKENMUSTER auf Schwierigkeiten gestoBen sind. Auf den ersten
Blick kommt Thnen diese Einstellung vielleicht Ubertrieben und un-
zweckm#Big vor, aber wenn Sie sich hier eine gewisse Selbstdisziplin
auferlegen, werden Sie spdter dafiir belochnt werden. Um Ihnen das
Anfertigen von Notizen zu erleichtern, michte ich Ihnen nun detail-
lierter beschreiben, was man schriftlich festhalten sollte und uwas
nicht. Ich schlage Ihnen dabei zugleich eine Gliederung vor, die fiir
Sie sehr hilfreich sein kann. Wenn Sie sich diese zu eigen machen,
wird sie Ihnen bei mathematischen Problemen stets nilitzlich sein.
Wenn Sie sie dagegen nur cberflichlich zur Kenntnis nehmen, bleibt
ihr Nutzen gering.

Kernpunkt dieser Schematisierung ist die Verwendung einiger Schliis-
selworte. Wenn Sie diese beniitzen, werden Sie sie nach einiger Zeit
mit friiheren Erfahrungsinhalten in Verbindung bringen kinnen. Diese
Assoziationen rufen Ihnen ihrerseits erfolgreiche Ldsungsstrategien
ins Geddchtnis zuriick. In diesem Kapitel schlage ich Ihnen zundchst
vier Schliisselbegriffe vors diese Zahl wird sich im folgenden Kapi-

30 1. Das Anpacken von Problemen



tel betrdchtlich erhthen. Die Gesamtheit der Schliisselwtrter be-
zeichne ich als Gliederung. Damit kniipfe ich an die weit verbreitete
Gewohnheit an, bei wichtigen Biichern die entscheidenen Stichworte in
Farbe an den Rand zu schreiben. Ihre Tdtigkeit, sich Notizen anzu-
fertigen, nenne ich Gliedern. .
Die ersten vier Schliisselworte, die ich Ihnen empfehlen mbchte,
lauten: .

SCHWIERIGKEITEN, AHA, TEST, NACHBEREITUNG "
Ich bespreche sie nun im einzelnen:

SCHWIERIGKEITEN:
Immer wenn Sie bemerken, daB Sie nicht weiterkommen, sollten Sie
das Wort SCHWIERIGKEITEN hinschreiben. Dies wird Ihr weiteres
Vorgehen erleichtern, denn es zwingt Sie ja dazu, sich Uber die
eigentliche Ursache Ihrer Probleme klarzuwerden. Das kann etwa
so aussehens:

Ich verstehe ... nicht.

Ich wei nicht, was ich in dem und dem Fall tun soll.

Ich sehe nicht, wie ich ...

Ich sehe nicht ein, warum ...

AHA:
Immer dann, wenn Ihnen etwas einfdllt oder Sie zumindest glau-
ben, daB Sie eine Idee haben, sollten Sie das aufschreiben. Auf
diese Wleise werden Sie spdter wissen, worin Ihre Idee bestanden
hat. Es kommt sehr hdufig vor, daB jemand eine gute Idee hat,
die aber im Lauf der Zeit immer mehr verschwimmt, bis sie
schlieBlich ganz verloren ist. Auf jeden Fall werden Sie immer
ein gutes Gefiihl haben, wenn Sie AHA hinschreiben kdénnen, ge-
folgt von Bemerkungen wies

Versuche «s.

Vielleicht <.«

TESTs
Kontrollieren Sie unverziiglich jede Berechnung und jede SchluB-
folgerung.
Priifen Sie sofort die Richtigkeit jeder Behauptung an einigen
Beispielen.

Oberzeugen Sie sich davon, daB Ihre Antwort tatsichlich die
gestellte Aufgabe (vollstindig) list.

NACHBEREITUNG:

¢ Wenn Sie alles erledigt haben, was Sie sich vorgenommen haben
oder wozu Sie eben im Moment in der Lage sind, sollten Sie sich
die Zeit nehmen, iber das Erreichte nachzudenken. Selbst dann,
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wenn Sie das Geflihl haben, nicht weit vorangekommen zu sein,
hilft es Ihnen, wenn Sie Ihren aktuellen Kenntnisstand schrift-
lich fixieren. Auf diese Weise knnen Sie spdter sofort auf dem
Bekannten aufbauen ohne sich erst milhsam klarmachen zu miissen,
was eigentlich schon alles erledigt ist. AuBerdem kann mitunter
wdhrend der schriftlichen Ausarbeitung ein vorhandenes Hindernis
Uberwunden werden. Folgende Dinge sollten Sie auf alle Fille
niederschreiben:

die zentralen Ideen,

die offenen Praobleme,

das, was Sie aus dem Bisherigen ersehen kidnnen.

Ich empfehle Ihnen mit allem Nachdruck, bei allen Ldsungsversuchen
eine derartige Gliederung auszuarbeiten. Dabei ist es Ihnen  natlir-
lich freigestellt, die hier vorgeschlagenen Schliisselworte durch
Formulierungen Ihrer Wahl zu ersetzen. Entscheidend ist lediglich,
daB Sie mit den von Ihnen gewdhlten Vokabeln eine Reihe von Assozia-
tionen verbinden kdnnen. Natiirlich k@nnen Sie nicht immer alles
gegenwdrtig haben, was in einem bestimmten Einzelfall von Nutzen
widre., Bevor Sie sich aber darauf verlassen, daB Sie ein anderer aus
Ihren Schwierigkeiten befreit, sollten Sie den Versuch unternehmen,
sich an den eigenen Haaren aus dem Schlamassel zu ziehen. Eine gute
Gliederung wird hier oft hilfreich sein, denn Sie bietet Ihnen die
Moglichkeit, alte Erfahrungen anzuzapfen. Dazu werde ich in Kapitel
7 ndhere Angaben machen.

Natirlich sollten Sie sich nicht sklavisch an eine bestimmte Form
der Gliederung halten. Wenn Sie erst ein bifchen mit diesem Werkzeug
vertraut sind, werden Ihnen die jeweils sinnvollen Schliisselbegriffe
ganz von selbst einfallen. Manchmal fiirchten Sie sich vielleicht
sogar davor, einen sich gerade herauskristallisierenden Gedanken
vorschnell in Worte zu fassen, aus Sorge, ihn dadurch zu verlieren.
In diesem Fall sollten Sie natiirlich mit der Niederschrift warten.
Auf der anderen Seite ist es freilich so, daB Sie Ihre Gedanken
besser ordnen und ausdriicken kinnen, wenn Sie Ihre Schllisselbegriffe
im Hinterkopf haben. Besonders sollten Sie es vermeiden, Ihre Gedan-
ken kreuz und quer auf ein Blatt zu schmieren, wo gerade Platz ist.
Hier eine strikte Disziplin einzuhalten, f#llt jedem anfdnglich
schuwer; wer sich aber dazu durchringen kann, wird davon stark profi-
tieren kdnnen.

Nun haben wir genug Uber das Anfertigen von Notizen geredet., Uben
Sie das Gliedern lieber in der Praxis, indem Sie das folgende Pro-
blem in Angriff nehmen. Denken Sie dabei stets daran, geeignete
Spezialfidlle zu betrachten und die nétigen Verallgemeinerungen vor-
zunehmen.,
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Schwierigkeiten?

Eine denkbare L&sung:

Worin kann der Sinn der Aufgabenstellung bestehen? Zunidchst einmal
bin ich verbliifft,

Felder besitzt.

Versuchen Sie es
Machen Sie eine Gliederung

Auf den ersten Blick wiirde man davon ausgehen,
Schachbrett aus 64 verschiedenen Quadraten aufgebaut ist. Kommen
noch andere Quadrate in Betracht?

Sollte Ihnen die Situation zu uniibersichtlich sein,
trachten Sie einfach geeignete Spezialfdlle.
Beispiel mit kleineren "Schachbrettern".

Sie miissen die vorhandenen Quadrate systematisch abz#hlen;
kann prinzipiell auf mehrere verschiedene Arten geschehen,
chen Sie zumindest zwei verschiedene Miglichkeiten,
sich an die Ausarbeitung machen.

dal ein normales

dann

Arbeiten Sie

bevor

be-
zum

das
Su-
Sie

weil ein Schachbrett doch genau 64 verschiedene

AHA! Der springende Punkt ist, daB einige Felder zu
groBeren Quadraten zusammengefaBt werden kénnen. Sehen Sie sich etwa
folgende Beispiele ans

7.

7

Mit dieser nmeuen inhaltlichen Interpretation des Begriffs Quadrat
michte ich nun zuerst die 1x1-Quadrate auszihlen (davon qibt es
danach die 2x2-Quadrate,
so fort., Dies fihrt zu einer Tabelle der Art:

natiirlich 64 Stiick),

Grofte

1x1

2x2

3x3

4x4

5x5

6x6

7x7

8x8

Zahl

64

—————

die 3x3-Quadrate und
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Zdhle ich die Eintragungen aus, komme ich gerade auf den Wert 204.

Versuchen Sie, die Zahl der 2x2-Felder zu ermitteln. Sehen Sie sie
an. Offenbar tberlappen sie sich gegenseitig:

N

Auf jeden Fall muB ich die Zg&hlung systematisch durchfihren. Ein
erster Ansatz kann etwa so aussehen, daB ich priife, wieviele Qua-
drate an die cbere Seite anstoBen.

Ich zdhle sieben Stiick. Wieviele beritihren die nichst tiefere Linie?
Hier ergibt sich erneut der Wert 7. Und wieviele beriihren die nich-
ste Linie? Hoppla, was meine ich eigentlich damit, wenn ich sage,
ein Quadrat berihre eine Linie? Das muB notwendigerweise heiBen, daB
ein Quadrat die Linie von unten bertihrt, denn sonst zdhle ich ja
gewisse Quadrate doppelt. Eine erneute Zihlung ergibt daher wiederum
den Wert 7. AHA! Offenbar wird jede Zeile also von sieben Quadraten
berthrt. Die Frage ist nur, wieviele Zeilen ich dabei zu berlicksich-
tigen habe. Offensichtlich kann man insgesamt neun waagrechte Linien
erkennen; die unteren beiden werden aber im Sinne unserer Sprachre-
gelung von keinem 2x2-~Quadrat berlihrt. Wir haben also sieben Linien,
die von jeweils sieben Quadraten beriihrt werden, das gibt insgesamt
also 49 2x2-Quadrate.

Grole 1x1|2x2|3x3{4x4{5x5|6x6]| 7x7!|8x8

Zahl 64 49 1
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AHA! Zeichnet sich da nicht bereits eine gewisse Gesetzm#Bigkeit ab?
Offenbar sind die ersten beiden Eintragungen und die 1letzte doch
Quadratzahlen. Insofern liegt die Vermutung nahe, dies kdnne auch
bei allen anderen Fillen so sein. Priziser wird man erwarten, daB
der Reihe nach 8%8, 7%7, 6*B,.es,1%1 einzutragen sind. Insbesondere
miiBte es dann also 38 Quadrate vom Typ 3x3 geben.

Das ist auszuTESTen, indem wir die 3x3-Quadrate ausz#dhlen. Wieviele
von ihnen berlihren die oberste Linie? Ich zdhle 6, und damit bin ich
praktisch am Ziel. SchlieBlich wird die Zahl der berihrenden Quadra-
te fiir alle Zeilen abgesehen von den drei untersten gleich seing das
ergibt einen Wert von 6%6, also 36. Allgemein wird es so sein, daB
es (9-K)*(9-K) Quadrate vom Typ KxK gibt.

Nun kann ich die Tabelle vollends ausfiillen. Gliicklicherweise stim-
men meine bisherigen konkreten Ergebnisse mit meiner Arbeitshypothe-
se Uberein, so daB dies mich in meinmer Vermutung bestarkt (TEST).

GroBBe 1x1|2x2|3x3{4x4 |5x5|6x6|7x7|8x8|KxK

Zahl 64 49 36 25 16 9 4 1 |(9-k)?

So sehr ich mich auch Uber das bisher Erreichte freuen mag, bin ich
doch noch nicht am Ziel. Schlieflich war doch nach der Summe aller
Quadrate gefragt, und man sollte nie vergessen, das Ausgangsproblem
zu ltsen. Rechnen wir alsos

64 + 49 + 36 +25+16+9+4+1 =204,
und die Behauptung ist bewiesen.

Im Zuge der NACHBEREITUNG f&dllt mir auf, daB sich dieses Ergebnis
auf Schachbretter mit N Zeilen und N Spalten Ubertragen 1iBt. Auf
einem derartigen Brett wird man (N+1-K) Quadrate vom Typ KxK in
einer Reihe vorfinden. Da auBerdem N+1-K Reihen zur Verfiigung ste-
hen, ergibt sich fir sie eine Gesamtzahl von (N+1-K)*(N+1-K). Sum-
miert man liber alle QuadratgriiBen, so bekommt man:

1xT + 2x2 + 3x3 + +0e + NxN ,

Schliissel zum Erfolg war die systematische Auszihlung der 2x2-
Quadrate, Diese Idee war verallgemeinerungsfihig und filhrte zum
gewlinschten Ergebnis. Als bleibende Erinnerung werde ich mir merken,
wie aus einmer zundchst uniibersichtlichen Vielfalt von sich iberlap-
penden Quadraten ein geordnetes Muster herauspripariert werden konn-
te.

Vergleichen Sie nun Ihre Lésungsstrategie mit meiner. Wie ich be-
reits sagte, gibt es mehrere Mdglichkeiten, die Aufgabe zu bearbei-
ten. Vielleicht haben Sie eine villig andere Idee verfolgt. Eine
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weitere hilbsche Idee besteht beispielsweise darin, den Mittelpunkt
eines jeden Quadrates einzufidrben, wobei fiir jede QuadratgriBe eine
andere Farbe zu benutzen ist. Auf diese lWeise erhdlt man ein anspre-
chendes geometrisches Muster, das sich leicht rechnerisch umsetzen
146t,

Analysieren Sie nun Ihren Ldsungsweg im Hinblick darauf, an welchen
Stellen Sie Spezialfdlle untersucht und wo Sie Verallgemeinerungen
vorgenommen haben. Achten Sie auch auf die vielf#ltige Art und
Weise, wie in meinen L8sungsweg neue Gedanken eingeflossen sind. Die
erste Erkenntnis bestand im Grunde darin, daB jede Zeile - wenn
{iberhaupt - von gleich vielen 2x2-Quadraten beriihrt wird. Spater kam
mir der tieferliegende Gedanke, daB je 9-K Quadrate vom Typ KxK eine
Zeile berihren kdnnen. Auf diese lleise muBte ich nicht alle acht
Fdlle gesondert durchdenken. AuBerdem fihrte es mich 2zu meinem
Hauptergebnis, ndmlich der Analyse der Situation bei Schachbrettern
der GroBe NxN. Dies beruhte darauf, daB ich sah, an welcher Stelle
und auf welche Weise die BrettgrtBe in die Rechnung Eingang gefunden
hat. Konnen Sie #dhnliche entscheidende Stellen in TIhrer Losung
ausmachen? Ich meine, daB meine Losung ziemlich folgerichtig aus
meiner prinzipiellen Vorgehensweise erwdchst. Trotzdem entspricht
der hier wiedergegebene Text nicht dem, was ich bei meimem ersten
Losungsversuch notiert habe. Vielleicht zeichnet sich meine L&sung
dadurch aus, daB ich sehr viele Fragen herausdestilliert habe, die
die Untersuchung gefirdert haben.

Das prinzipielle Konzept der Gliederung sieht wie gesagt kein skla-
visches Befolgen irgenduwelcher Regeln vor. Ich denke, daB meine
L8sung dies deutlich demonstriert hat. Es handelt sich vielmehr nur
darum, die Arbeit an mathematischen Problemen gut zu organisieren
und alte Erfahrungen sinnvoll mit einzubauen. Wenn Sie dadurch bei
unkontrollierten geistigen Hohenfliigen gebremst werden, ist dies
kein Schaden; hilft es Ihnen aber dabei, momentane Schwierigkeiten
zu {iberwinden, so ist dies sogar ein groBer Fortschritt.

Riickblick und Vorausschau

In diesem Kapitel verfolge ich hauptsdchlich die Zielsetzung, Ihnen
das Aufsuchen von Spezialfédllen und das Auffinden von Verallgemeine-
rungen nahezubringen. Es gibt wie gesagt keinmen Grund, stundenlang
ein weiBes Blatt anzustarren oder der ersten besten Idee nachzuja-
gen. Jeder, der mit eipem neuen Prablem konfrontiert ist, kann sich
einige passende Beispiele zurechtlegen, um sich so mit der Frage-
stellung vertraut zu machen. Natlrlich hat es keinen Zweck, dazu
ganz abstruse Beispiele heranzuziehen. Nein, man sollte sich mit
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ganz durchsichtigen Beispielen be-
gniigen, ohne gleich die L¥sung des
Grundproblems anzuvisieren. Dann und
nur dann kann das Betrachten von
Spezialfdllen ein Gefihl fiir den
Sachverhalt erzeugen. Daran kann
sich dann eine Ldsung im engeren
Sinn des Wiortes anschlieBen.

Ziel des Betrachtens von Spezialfil-!
len ist es, ein Gefiihl fir Gesetzy
maBigkeiten zu entwickeln. . Dies. be-
ruht darauf, daB man Gemeinsamkeitén zwischen verschiedenen Beispie-
len ins Auge faBt und andere Aspekte vernachldssigt. Sobald man eine
derartige GesetzmdBigkeit klar formulieren kann, wird daraus eine
Vermutung. Diese ist dann auf ihre Richtigkeit hin zu untersuchen.
All diese Vorgdnge sind das Lebenselixier fur das Arbeiten in der
Mathematik.

Die Auswahl der Beispield kann nach folgenden Gesichtspunkten erfol-
gen: ‘
ganz willkirlichi, um ein Gefiihl fiir die Sache zu bekommens
systematisch, um eine allgemeine Aussage vorzubereiten;
unter der Zielsetzung, eine Vermutung auszutesten.

Sollte sich keine GesetzmdBigkeit zeigen, so dient das Betrachten
von Spezialfidllen zur Vereinfachung der urspriinglichen Fragestel-
lung. Dadurch k&nnen miglicherweise gewisse Fortschritte erzielt
werden.
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Unter einer Verallgemeinerung versteht man demgegenitiber das Aufdek-
ken einer GesetzmdBigkeit, aus der man folgenden Nutzen ziehen kanns
man erkennt den wahrscheinlichen Sachverhalt, hat also eine
Vermutungs;
man sieht, weshalb das so ist, und hat somit die Grundlage fiir
einen Beweiss;
man kann darauf schlieBen, unter welchen Vioraussetzungen die
Behauptung stimmt; dies kann zu einer allgemeineren Frage-
stellung oder zu einem anders gearteten Problem fiihren.

Ferner habe ich Ihnen vorgeschlagen, sorgfiltig gegliederte Auf-
zeichnungen ber Ihre Vorgehensweise anzufertigen. Dies soll Sie
dazu befdhigen, aus gemachten Erfahrungen zu lernen. Doch wenn dies
auch nur dazu fuhrt, daB Ihre Arbeit besser organisiert ist, ist es
schon ein groBer Fortschritt. Die weiteren Vorziige dieser Methode
werden im weiteren Verlauf dieses Buches sichtbar,
Bis jetzt haben wir folgende Schliisselbegriffe als Gliederungshilfen
verwendet:

SCHWIERIGKEITEN, AHA!, TEST, NACHBEREITUNG
Diese Schlusselbegriffe bilden quasi das Gerlist zum Erstellen einer
L8sung. AuBerdem regen sie dazu an, ein gefundenes Ergebnis auf
seine Richtigkeit hin zu Uberpriifen und nach Beendigung der Arbeit
noch einmal alles zu iberdenken. Das aber sind wesentliche Voraus-
setzungen dafiir, daB Ihre Arbeit effektiver wird,
Viele Themen, die erst in spdteren Kapiteln ausfiihrlich besprochen
werden, sind in diesem Kapitel bereits kurz angesprochen worden. In
Kapitel 2 werden wir uns damit auseinandersetzen, in welche ver-
schiedenen Phasen die Arbeit an einem Problem eingeteilt werden
kann. Dies fiihrt gleichzeitig zu weiteren Schliisselbegriffen. Beson-
ders wird betont, daB man vor der eigentlichen Bearbeitung einige
Zeit investieren sollte, um das Problem in den Griff zu bekommen.
Ebenso sollte man nach Fertigstellung der Ldsung sorgféltig liber das
Erarbeitete nachdenken. Die Hauptphase, n#mlich das Erstellen der
Lésung im engeren Sinne, wird dann in den folgenden Kapiteln genauer
untersucht werden. Doch immer wieder werden wir auf die Grundtechni-
ken des Spezialisierens und Verallgemeinerns zuriickkommen.
Vielleicht mdchten Sie gerne die hier dargelegten Gedanken an
einigen Aufgaben aus Kapitel 10 vertiefen; daher michte ich Ihnen
einige vorschlagen, die mit den hier besprochenen verwandt sind:

INNEN und AUSSEN

TEILBARKEIT

FINGERMULTIPLIKATION

RADARFALLE

QUADRATSUMMEN

FRITZ UND FRANZ
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Denkvorgéange Gliederung

— willkiirlich

SPEZIALISIEREN — systematisch
— mit Zielsetzung ’

Schwierig-
keiten?

— was ist wahrscheinlich

VERALLGEMEINERN < — warum ist es wahrscheinlich
i — wo ist es wahrscheinlich

TEST

NACHBEREITEN
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